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Stevila

Pri matematiki se sreGamo z razliénimi vrstami Stevil. Imamo:
1. Naravna stevila N = {1,2,3,...}
2. Cela ftevila Z = {..., —2,-1,0,1,2,3,...}

Racionalna stevila Q = {% imeZinne N}

= W

Realna stevila R, ki jih predstavimo z decimalnim zapisom

5. Kompleksna stevila C = {a +ib; a,b € R}

(&' Potence. Naj bo a poljubno stevilo in n naravno $tevilo. Potenca a™ je
definirana kot

a"=a-a---q.
N——
n—krat
Veljajo lastnosti:
1. a™-a™ = q"t™
2. (a-b)"=a™-b"
3. (a™m)™ =am™™
Z zapisoma ' =1:a= %, potence razsirimo na racionalna Stevila. Doda-
tno sedaj veljajo Se lastnost:
an
am

(& Absolutna vrednost stevila. Absolutna vrednost |a| Stevila a je definirana

z
la| = a ; a=>0
"l —a ; a<0

Veljajo lastnosti:



POGLAVJE 1. STEVILA

1. |a| > 0 za vsak a
2. la]=0&a=0
5. Ja-b| = la - b

4. la+b| <la] + |b|



NALOGE

NALOGA 1.1. Izra¢unaj vrednost izraza

18 9 5 13 9
1532 %% St

RESITEV. Velja

8 9 _5 313 39_33 32 45 55 42

TR TR VR TR A N S VA T
:¥—%:44—15:29.
NALoGA 1.2. Naj boa = —% inb= % Izra¢unaj vrednost izraza
RESITEV. Najprej malenkost poenostavimo
<4gazb>2 —2a7"'b% = 1600 - a®b°® — 2 = 1600 - 5—162—2 - 3 =
26-25.51622_2%25“035.

NALOGA 1.3. Poenostavi izraz
2603 . 2a*b=0
a—2b-5 /" a2 :

8 bG
201107 : 2})&6 =200 oo = o™’
a

RESITEV. Dobimo

NALOGA 1.4. Izratunaj vrednost izraza
V98 4+ v32 4+ v50.

RESITEV. Delno korenimo in dobimo

V98 + 32+ V50 = V49 -2+ V16 -2+ V25 -2 = V2 + 42+ 5v/2 = 16V2.

NALOGA 1.5. Izratunaj vrednost izraza

\/5+\/ﬁ-\/5—\/ﬁ.



8 POGLAVJE 1. STEVILA

RESITEV. Po pravilih za racunanje s koreni dobimo

\/5+m~\/5—\ﬁ:\/(5+\/ﬁ)(5—\/ﬁ):\/25—1 =V8=2V2.

NALOGA 1.6. Poenostavi izraz

V4a—2p3 - V2-1a5b1.

RESITEV. Vse izraze spremenimo v potence

Vida=2b% - V27 1a%b-1 = 45a5b7 275675 =

RESITEV. Izraze spremenimo v potence in dobimo

3
4,,3 . [64z3 4,4 8z2
s| 7Y 9y? 3| 7Y 3y 3

- = Sy = 2oy
9y—1v/xb 9z3 a7 Y Y

NALOGA 1.8. Poenostavi izraz
(3+x)* —2?)(z —2) —6(z* —2) + 2.
RESITEV. Za¢nemo s poenostavljanjem
(B34z)>—2H)(x—2)—6(x? —2)4+2 = (9+62x+2° —2%)(x—2) —62° +12+2 =

= (9+6z)(x —2) — 622 +14 = 9z + 62% — 120 — 18 — 622 + 14 =
=—-3x—4.

NALOGA 1.9. Poenostavi izraz
(3b — a)* — (a — 2b)(a + 2b) — 3(4b* — 3a?).
RESITEV. Za¢nemo odpravljati oklepaje
(3b—a)? — (a—2b)(a+2b) —3(4b* —3a?) = 9a”® —6ab+a* —a®+4b* —12b? +9a> =

= 2(9a” — 3ab — 4b?).

NALOGA 1.10. Poenostavi izraz

(z + 4y)® — (4o — y)® — (65y> — 632°) .



RESITEV. Najprej odpravimo vse oklepaje
(z +4y)® — (4o — y)* — (65y° — 632°) = 2® + 1227y + 48zy” + 64y° — ...
—642® + 482%y — 12zy° + y® — 65y° + 632° =
= 6022y + 362y* = 122y(5z + 3y) .

NALOGA 1.11. Poenostavi izraz
2$+4 _ 2I+3 _ 3 . 2m+2 + 5 . 2:E+1 .
RESITEV. Izpostavimo skupni faktor in dobimo

2r+4_2z+3_3'2I+2+5'2I+1:2I+1(23_22_3_2+5):3'2I+1.

NALOGA 1.12. Razstavi izraz
a? —81.
RESITEV. Uporabimo znano formulo a? — b? = (a — b)(a + b) in dobimo

2?2 =81 =(x—9)(z+9).

NAvLoGcA 1.13. Razstavi izraz
x? — 14z +48.

RESITEV. Po Vietovem pravilu iS¢emo dve §tevili, ki se zmnozita v 48 in se-
Stejata v —14. To sta —6 in —8. Odtod dobimo

2 — 14z + 48 = (z — 6)(x — 8).

NALOGA 1.14. Razstavi izraz

622 —x—1.

RESITEV. Ker vodilni koeficient pri ¢lenu 2 ni enak 1, ne moremo uporabiti

Vietovega pravila. Pomagamo si s formulo za iskanje nic¢el kvadratne funkcije

(glej tudi drugo poglavje). V naSem primeru so koeficienti @ = 6, b = —1 in
¢ = —1. Po formuli dobimo, da sta nicli enaki
—b+ Vb2 —4dac 1++/25
T12 = = .
' 2a 12

Odtod dobimo 1 = % in zy = Sledi, da lahko zgornji izraz razstavimo kot

_1
2 3

6952—95—1:6(90—;) (:c—i-;) =2z —-1)(3z+1).

NAvLoGcA 1.15. Razstavi izraz

6a*b — 54a8b3 .
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RESITEV. Izpostavimo skupni faktor, ki je v tem primeru 6a*b in dobimo

6a*b — 54a50% = 6a*b(1 — 9a%b?) = 6a*(1 — 3ab)(1 + 3ab) .

NALOGA 1.16. Razstavi izraz
a* — (b* + 2ab)?.

RESITEV. Zopet se spomnimo znane formule a? — b? = (a — b)(a + b), ki jo v
tem primeru uporabimo na slede¢ nacin

a*—(b*+2ab)? = (a®—(b*+2ab))(a®+(b?+2ab)) = (a*—2ab—b?)(a®+2ab+b%) =
= (a® = 2ab — b*)(a +b)? =
= ((a—b)2=20*)(a+b)%=(a—b—V2b)(a—b+V2b)(a+Db)? =
= (a— (1+V2)b)(a — (1 —V2)b)(a + b)?.

NALOGA 1.17. Razstavi izraz
x4+ 222 - 3.

RESITEV. Vpeljemo novo spremenljivko t = 22. Velja naslednje 2 + 2t — 3 =
(t+3)(t —1), iz Cesar sledi

2t 4227 —3= (22 +3)(2®* - 1) = (2* +3)(z + 1)(z — 1).

NALOGA 1.18. Razstavi izraz
a® —27b3 .

RESITEV. Spomnimo se znane enakosti a® — b3 = (a — b)(a® + ab+ b?), ki nam
v tem primeru da

a® — 270 = a® — (3b)® = (a — 3b)(a® + 3ab + 9b?).

NALOGA 1.19. Razstavi izraz
2utv — 128uv?.

RESITEV. Izpostavimo skupni faktor, ki je v tem primeru 2uv in uporabimo
formulo, ki pove kako razstavimo razliko kubov. Dobimo

2uty — 128uv* = 2uv(u® — 64v%) = 2uv(u — 4v) (u® + 4uv + 160?).

NALOGA 1.20. Razstavi izraz

27a* + ab® .
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RESITEV. Izpostavimo skupni faktor, ki je v tem primeru a in uporabimo
formulo, ki pove kako razstavimo vsoto kubov. Spomnimo se, da velja a® + b3 =
(a +b)(a® — ab+ b?). Dobimo

27a* 4+ ab® = a(27a® + %) = a(3a + b)(9a? — 3ab + b?).

NAavLoGcA 1.21. Razstavi izraz
a®—1.

RESITEV. Zopet uporabimo varianto formule a?—b? = (a—b)(a+b) na naslednji
nacin

a—1=@®?-1=@-1D@+1)=(a—1)(a®* +a+1)(a+1)(a®>—a+1).

NALoGA 1.22. Razstavi izraz
a®+3a®> +5a+ 15.
RESITEV. Poiséemo kaksSen skupni faktor

a®+3a* +5a+15=a*(a+3)+5(a+3) = (a+3)(a® +5).

NALOGA 1.23. Razstavi izraz
—2? — 2?4+ 52 —3.

RESITEV. Za razliko od prejsnje naloge tu ne znamo uganiti skupnega faktorja,
zato si pomagamo s Hornerjevim algoritmom. Uganemo, da je ena ni¢la enaka
1. Sledi

-1 -1 5 3
1 -1 -2 -3
1 2 3 o

Odtod velja
—a® —2? + 55 —-3=(z—1)(—2* -2z +3).

Pri tem smo drugi faktor prebrali iz zadnje vrstice tabele Hornerjevega algo-
ritma. Kon¢no dobimo

—23—a?452-3 = (2—1)(—2*—22+3) = —(z—1)(z+3)(z—1) = —(z—1)*(z+3).

NALOGA 1.24. Poenostavi izraz

z—3 a:—4+2:1:—15 . T
24+6x+9 \z—-3 22-3z/) 23512
RESITEV. Podizraze najprej razstavimo, da potem lahko krajsamo skupne fak-
torje. Dobimo

r—3 x2-3z

r—3 r—4 2x—15 ) x -
2+ 62+9 T3 — 52



12 POGLAVJE 1. STEVILA

e
_ -3 <x§x 4) 2(96—15)>x2(x$—5)
+(2x—15)> 2(x —5)

xT

x—3 <x2—2m—15) 2?(x — 5)

r—3 (m+3)(x—5)> 2%(z —5)
3)

xT

_ T3 (M(I@)N(I@ (z—5)°

T3t \ X@-3) X (@+3)(x-3)

NALOGA 1.25. Poenostavi izraz

x2 x—1 ) 6x +4
34+8 22 -2x4+4) 24 +313+8x+24°
RESITEV. Zopet izraze najprej razstavimo in nato krajSamo skupne faktorje.
Dobimo

22 rz—1 ) 6x + 4 -
2348 22—2z+44) a4 +3:3+8:+24
_( x? z—1 )x4+3x3+8x+24_

B +8 22 —2x+4 6x + 4
< z? oz >x3(x+3)+8(x+3)
S \(r+2)(@2—22+4) 22-21+4 6x + 4 B
_ ( z? (=D +2) ) (z +3)(z® +8) _
(x+2)(22 —-22x+4) (r+2)(a?—2x+4) 6x + 4

7 (xQ(:cl)(:v+2) > (x+3)(a®+8)
C \(z+2)(22 -2z +4) 6x + 4 N
<m2—x2—x+2> (x+3)(2®+8) (—m—i—Q) (x4 3)@*+R8)
x5 48 6x +4 T8 6 +4 -
(@—-2)(z+3)
6z +4

NALOGA 1.26. Poenostavi izraz

xn—l 23?77'_1 T

rn — 21,”,1 - "+ anfl + l.nJrl _ 4xn71 .

n

RESITEV. Dobimo

el ol o
FLr—2) TL@12) o @—@+2)
1 2 x C(x42)-2(x—-2)+x 6

=2 242 G-2@+2  (@-2@+2  @-D@+2)’
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NALoGA 1.27. Racionaliziraj izraz

1
V31

RESITEV. Odpraviti Zelimo koren iz imenovalca. Spomnimo se formule
(a —b)(a+0b) =a® —b>.
Zato pomnozimo stevec in imenovalec s tevilom v/3 + 1. Dobimo

1 V3+1 VB4 VB4

V3-1 (V3-1DHWB+1) 3-1 2

NALOGA 1.28. Racionaliziraj izraz

3V2+2V3
3vV2—-2V3'
RESITEV. Stevec in imenovalec pomnozimo s 3v/2 + 24/3. Dobimo
3vV2+2v3 (3v2 + 2V/3)? _18412V6+ 12

=5+2v6.

3vV2-2v3  (3v2-2V3)(3v2+2v3)  18—12

NALoOGA 1.29. Racionaliziraj izraz

ﬂ
|
5
[N}

RESITEV. Spomnimo se formule
(a —b)(a® +ab+b*) =a® - V.

Zato pomnozimo Stevec in imenovalec s Stevilom 1 + &2 + ¥/4. Dobimo

1 14+ V24 4 14+ V24 J4
+\[+\/ . +\[+\[_ 1_\3/5_\3/1.

1-V2  (1-¥2)1+V2+ V) 1-2

NALOGA 1.30. Izracunaj vrednost izraza
13|+ —=5]—19—11-|7+ (=3)]|.
RESITEV.

13+ =5 —|9—11-]74(-3)[|=3+5—|9—11-4/ =3+5—35 = —27.

NALOGA 1.31. Za vse x € R izra¢unaj vrednost izraza

|z — 3.
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RESITEV. Spomnimo se definicije absolutne vrednosti

| = r ; x>0
Tl —x ; <0

Velja torej

o — 3| = r—3 ; z—3>0 _ r—3 ; x>3
Tl —z+3 ; z-3<0 | —xz+3 ; <3

Rezultat je torej

o — 3 = r—3 ; >3
t Tl —x+3 ;<3

NALOGA 1.32. Za vse x € R izracunaj vrednost izraza

2z +6]—1.
RESITEV. Velja
122 + 6] = 2¢+6 5 20+6>0 2e+6 5 20>-6
YT —20-6 5 2246<0 | —22-6 ; 20<—6

B 2c0+6  ; z>-3
Tl 22—-6 ; z<-3

Rezultat je
20 +5 ; x>-3

2x+6|—1—{ —2x-7 ; r<-3

NALOGA 1.33. Za vse x € R izracunaj vrednost izraza
|+ 3| — |z —1].

RESITEV. Velja

_ r+3 ; T>-3
|x+3|_{—x—3 ;<=3

in
o — 1] = r—1 ; z>1
)l —z+1 o <1

Imamo torej tri intervale (—oo, —3), [—3,1) in [1, 00) na katerih absolutne vre-
dnosti lahko zamenjamo z zgornjimi izrazi. Imamo

—x—3—(—z+1) ; z€(—00,—3)

|z +3|—|z—1= r+3—(—z+1) ; =x€[-31) =
x+3—(x—-1) ; z€[l,0)
-4 ; z€(—o00,—3)
=q 2z4+2 ; =xz€[-3,1)

4 ;. x€[l,00)
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NALOGA 1.34. Za vse = € R izracunaj vrednost izraza
|z + |22 — 2].
RESITEV. Izraz najprej nekoliko preoblikujemo
o] + |2% — 2| = |2] + |e(z - 1)| = 2] + |z[je - 1.

Imamo

| = x ;3 x>0
Tl -z 5 <0

in
e —1] = r—1 ; z2>1
Tl —xz4+1 5 <1
Imamo torej tri intervale (—oo,0), [0,1) in [1, 00) na katerih absolutne vrednosti
lahko zamenjamo z zgornjimi izrazi. Imamo

—z+ (—z)(—x+1) ; z€(—00,0)

gl +l? —al = ol +elle =1/ ={  zta(—s+1)  ; we[01) =
x4 xz(x—1) i x€[l,00)
2?2 —2r ; z€(—0,0)
=< 2r—2%> ; =x€l0,1) =
x? i x€[lo0)

z(x—2) ; xz€(—00,0)
=< z(2—2z) ; =z€l0,1)
22 i x€el,o)

NALOGA 1.35. Za vse a € R izra¢unaj vrednost izraza

a—2 a—=6
la—4] a—4"

RESITEV. Imamo

la— 4] = a—4 5 a>4
“ Tl —a+4 ; a<4

Opazimo 8e, da izraz ni definiran za a = 4, zato a = 4 izklju¢imo. Dobimo

a—2 a—6_{ e S
TS a—2 _ ‘a—6 .
la—4] a-4 “eid a4 5 a<d
B (a—2;:£1a—6) Coa> 4
—ei et o a<d

a—4
(—a+2)—(a—6) -

(a—2)—(a—6) Ca> 4
B ) ;o oa<4

A a>4
T =2 a<d
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{ a44 ;oa>4 B
- —2(a—4) . -

71 ;oa<4
B a44 ;o oa>4 B
- % Ca<4
_ 5 a>4
-2 5 a<4

NALOGA 1.36. Poenostavi trigonometrijski izraz
n(z=5) teos(v+5)
sin (x — — cos(x+ =) .
6 6
RESITEV. Spomnimo se adicijskih izrekov za sinus in kosinus:
sin(a + ) = sinacos 8 + cos asin 3

cos(a+ ) = cos acos 8 F sin asin 8

V naSem primeru dobimo

sin (x — E) + cos (m + z) = sin x cos (7) — cos x sin (E)
6 6/ 6

~+ cos x cos (7) — sin z sin (%)

3

=2}

3

(=}
—

V3. N .
= —SInNx — —COSXT — COST — —SInx
2 2 2 2

V3-1
2

(sinz + cosx).

NALOGA 1.37. Poenostavi trigonometrijski izraz
(sina — cos a)? + (sina + cos a)?.
RESITEV. Z uporabo identitete
cos? a +sina =1

dobimo

(sina — cosa)? + (sina + cosa)? = sin® a — 2sinacos a + cos® a
+ sin® a + 2sin a cos o + cos?

=1+1=2.

NALOGA 1.38. Poenostavi trigonometrijski izraz

1 1
<tanoz+ > (tana — ) .
COS « COS «
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RESITEV. Velja

Odtod dobimo

cos2a  cos?a

- COS2 (0%

e _1
cos? o

NALOGA 1.39. Poenostavi trigonometrijski izraz
sin2z - tanz + 2 (cos 22 + sin? CE) .
RESITEV. Uporabimo formuli za dvojni kot:
sin2x = 2sinx cosx

in
_ 2 .2
cos2x =cos“x —sin“ .

Dobimo

. . 2 . sinx 2 .2 .2
51n2x~tanx+2(cos2x—|—sm x) :2sma:cosx~——|—2(cos xr — sin” x + sin a:)
Ccos T

=92sinz + 2cos’z = 2.

NALOGA 1.40. Poenostavi izraz
(5+3i)(2—"Ti).

RESITEV. S kompleksnimi Stevili ra¢unamo po pravilih za ra¢unanje z veccle-
niki. Pri tem upostevamo, da za imaginarno enoto velja i2 = —1. V naSem
primeru dobimo

(54 3i)(2 — 7i) = 10 — 35i + 6i — 2142 = 10 + 21 — 35i + 6i = 31 — 29 .

NALOGA 1.41. Poenostavi izraz

3L

RESITEV. Spomnimo se, da velja 4 = 1. Odtod sledi
1312147—&-3:(24) L3 3 L2
NALOGA 1.42. Poenostavi izraz

2—Ti
5430
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RESITEV. Radi bi se znebili imaginarne enote v imenovalcu. Kompleksna Ste-
vila delimo tako, da Stevec in imenovalec pomnozimo s konjugirano vrednostjo
imenovalca. Spomnimo se, da je za kompleksno $tevilo z = x + iy konjugirano
Stevilo enako Z = x — iy, tj. spremenimo predznak imaginarne komponente. V
naSem primeru dobimo

2—-7 (2-T7i)(5-3i) 10—-6i—35i—21 11 41

5+3  (5+30)(5-3i) 25 +9 BT RREYS

NALOGA 1.43. Poenostavi naslednji izraz

—5+10c 25450
8 + 61 3—4i |’

RESITEV. Absolutna vrednost kompleksnega Stevila z = = + iy je definirana
kot |z| = /x? +y2. Najprej poenostavimo izraz pod absolutno vrednostjo.
Dobimo

—5+10i 2545 (=5+10i)(8 —6i) (25 + 5i)(3 + 4i)

8 + 6i 3—4i  (8+6i)(8 —6i) (3 — 44)(3 + 44)
—40 +30i +-80i + 60 75 + 100 + 15i — 20

64 + 36 9+ 16
_ 20+110i 55+ 115i _ 20 4 110i — 220 — 460
T 100 25 100
=200 — 350i o zi
h 100 B 2"
Sledi, da je
—5+10i 25+5i 7. 49 /65
— = =2 — S| =4 /44 = = X2
8 + 61 3—41 2 4 2

NALOoGA 1.44. Dano je kompleksno stevilo z = 3 — 2i. Dolo¢i kompleksno

Stevilo
w=(z+14)% 4+ /=814,

RESITEV. Rac¢unamo
w=(3—2i+i)* 49122
= (3—1)%+9i 4>
=9—6i+i%>—9i
=8—15i.

Odtod sledi, da je w = 8 4+ 157 in

Jw|| = /82 + 152 = v/289 = 17.
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NALoGA 1.45. V kompleksnih Stevilih resi enacbo
22 -2 +5=0.
RESITEV. Po formuli za ni¢li kvadratne funkcije dobimo

b+ VB2 —dac 2+ -20 2+£/-16 2+4i
- . = -

=1+2.
2a 2 2

x1,2 =

NALOGA 1.46. V kompleksnih $tevilih resi ena¢bo
3 +1=0.

RESITEV. Izraz razstavimo in s pomocjo diskriminante pois¢emo kompleksne
resitve. Dobimo
1=+ —z+1)=0.

Prva resitev je 1 = —1. Drugi dve dobimo po formuli:

—b+ Vb2 —dac  1+y/=3 1 ﬁi
= =55 i-

= ==
72,3 % 2 2
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Enacbe

Enacba je poljuben zapis oblike f(z) = g(x), resitve enacbe pa so vsa Stevila
x, za katera velja enakost f(z) = g(x).

(¢ Linearna enacba. Linearna enacba je enacba oblike

ar+b=0

Qo

m njena resitev je r = —

(¢ Kvadratna enacba. Kvadratna enacba je enacha oblike

ar?+bx+c¢=0
7b:|:\/b274ac‘

m njent resitv sta x = o
(& Nicle polinomov. Polinom je izraz oblike

Anx™ + ap_12" P+ ..+ arz+ag.
Nicla polinoma je Stevilo x za katerega velja

ant™ + ap12" '+ . tax+ag=0.

Pogosto je potrebno niclo polinoma dolociti s poskuSanjem. Ce so koeficienti
polinoma an,, ..., ag cela Stevila, potem se lahko zgodi, da je nicla polinoma Stevilo

T ==,
q

kjer je p delitelj stevila ag in q delitelj Stevila a.,.

21



292 POGLAVJE 2. ENACBE

NALOGE

NALOGA 2.1. Resi enacbo
x— (bx — (z +2)) =8.

RESITEV. Gre za linearno enac¢bo, zato jo poenostavljamo toliko ¢asa, da lahko
izrazimo neznanko x:

z—0Br—(z+2)=8zx—-—br—z—-2)=8zr—-br+x+2=8&
& -3r+2=8&-3r=8-2& -3r=06<&

6
Sr=—r=-2.
xT 3 T

NALOGA 2.2. Resi enacho
(Bx4+2)? —8x(x +1) — (v —4)(z +4) =4.
RESITEV. Najprej odpravimo oklepaje
(32+2)? —8x(z+1)—(v—4)(z+4) =4 & 92> +120+4 82> —8x—2° +16 = 4 &

dr=—-16< x=—4.

NALOGA 2.3. Resi enacho
2 —4)(x+4) — (z+2)2+36=0.
RESITEV. Najprej odpravimo vse oklepaje
20 —4)(x+4) - (z+2)2+36=0227-32—22 42 -4+36=0<

2’ —dr=0sa(r—4)=0.

Resitvi enacbe sta torej Stevili

1‘1:0 .’E2:4.

NALOGA 2.4. Resi enacbo
z(x +5)% — (2% — 3z)(z +4) + 2(x — 3)(z + 3) = 14z
RESITEV. Odpravimo vse oklepaje
z(z+5)2 — (2% = 3z)(x +4) +z(z —3)(z +3) = 4z &

o3 +1022 4+ 250 — 23 — 22 + 122+ 23 — 9z = 14z

Vse izraze prestavimo na levo stran ena¢be. Dobimo

2241022+ 250 — a2 — 22+ 1224+ 2% — 92 — 142 =0



23

in poenostavimo v
224+ 922 Fldr =0 2(2? + 92+ 14) =0 &
szx+2)(z+7)=0,
torej so resitve enacbe Stevila

z1 =0 To = —2 r3=—"T.

NALOGA 2.5. Pois¢i realne reSitve enacbe
3 —-8=0.
RESITEV. Levo stran enacbe raztavimo kot
22 —8=(x—2)(z* +2x+4)=0.

Sledi, da sta edini moznosti z —2 = 0 in 22 + 22 + 4 = 0. Edina realna nicla
je x = 2, saj je diskriminanta drugega dela D = b? — 4ac = 4 — 16 = —12
negativna.

NALOGA 2.6. Resi enacbo
T+ 2 x—3_ 6x + 4
r—5 x—1 22—6x+5"

RESITEV. Najprej izraze v enacbi razstavimo

x+2_:c—3_ 6x + 4
r—5 x—-1 (z—1)(z—5)"

Enacba je definirana za vse x € R, razen za * = 1 in x = 5. Enacbo torej
resujemo za ¢ € R—{1,5}. Pomnozimo sedaj obe strani ena¢be z (x —1)(z —5).
Dobimo

(x+2)(xz—1)—(z—3)(x —5)=6x+4.

Sedaj odpravimo oklepaje in dobimo
P’ +rx—2—2>+8r—15=6z+4.
Vse izraze prestavimo na levo stran enacbe in poenostavimo. Dobimo

3z-21=0&3rx=212=".

NALOGA 2.7. Resi enacbo
2® —42® — 92+ 36 =0.
RESITEV. Izpostavimo skupne faktorje. Dobimo
2 —42® 9 +36 =023 (z—4)-9(r—4) =0
S@-—4)z*-9)=0s (z —4)(z—3)(z+3)=0.
Resitve enacbe so torej

.’E1:—3 £E2:3 (E3:4.
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NALOGA 2.8. Resi enacbo
2t — 1022 +9=0.

RESITEV. V enatbo x4 — 1022 4+ 9 = 0 zacasno uvedemo novo spremenljivko
t = 22 in dobimo kvadratno enacbo v spremenljivki ¢:

t?—10t+9=0.
Lahko uporabimo formulo za izra¢un nicel kvadratne ena¢be. Dobimo
’ 10++/102-36 1048
1 2 = =
' 2 2

Dobimo resitvi ¢t = 1 in t5 = 9. Sedaj pa pois€emo resitve originalne enacbe.
Najprej imamo

=5=%4.

22=1=z =1 To = —1
in
x2=9:>x3=3 T4 = —3.

Resitve enacbe so torej

.1‘121 1‘2:—1 1‘3:3 1‘4:—3.

NALOGA 2.9. Resi enacbo
422 + 822 — 11z + 3 =0.

RESITEV. I§¢emo nicle polinoma p(r) = 423 + 822 — 11z + 3. Spomnimo se,
da je kaksna nicla polinoma lahko oblike g, kjer p deli stevilo 3 in ¢ deli tevilo
4. Tovrstni kandidati so torej

+1, £ 1 + 3
) 9 ) 9 PN

Naceloma je sedaj potrebno preiskusti, ¢e je kateri od teh kandidatov nicla, kar
lahko vzame nekaj Casa.

Preiskusimo, ali je x = % ni¢la polinoma p(x). Uporabimo Hornerjev algori-
tem. Dobimo
4 8 -11 3

2 5 -3

4 10 -6 |0

I

Velja torej
1
4o + 822 — 11z +3 = (x 2) (422 +10x — 6).

Imamo torej eno nic¢lo x; = % Poi&¢imo e ni¢le polinoma 42 + 10z — 6 = 0.

Uporabimo formulo in dobimo

—10+ 100+ 96 —10+ 14
8 o 8 '

T23 =

Rezultat je torej

xry = T = 1’3:73.

N |
N —
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NAarLoGcA 2.10. Resi enacbo
T—V25—ax2=ux.

RESITEV. Enacba je definirana za = € R, za katere 25 — 22 > 0, oziroma
x? < 25, kar nam da z € [-5,5].
Enacbo preoblikujemo

T—V2—12=x&7—x=+25—-22.

Opazimo 8e sledece. Ker je desna stran enacbe pozitivna, je enac¢ba lahko resljiva
le za x € R, za katere je 7—x > 0, oziroma z < 7. Skupaj s pogojem, da morajo
biti x € [—5, 5], torej sledi, da resitve enacbe morajo lezati na intervalu [—5, 5].

Nadaljujemo, pri ¢emer enakost 7 — x = /25 — 22 na obeh straneh kvadri-
ramo in dobimo

49-Mr+a°=25-2" 22" -4 +24=0&2> - Tr +12=0.
Izraz razstavimo
22— T +12=0% (z—3)(x —4) =0,
od koder dobimo resitvi enacbe
r1 =3 To=4.

(Vidimo, da resitvi res lezita na intervalu [—5, 5])

NALOGA 2.11. Resi enacbo
Ve+2-3=1-uz.
RESITEV. Enacbo najprej malenkost preoblikujemo v
Ver+2=4—1z.

Najprej opazimo, da je enacba definirana le za x € R, za katere je z + 2 > 0,
oziroma xz > —2. Poleg tega je leva stran enac¢be zmeraj pozitivna, torej so
resitve lahko kvedjemu x € R, za katere je 4 — x > 0, oziroma x < 4.

Velja torej, da resitev enacbe, e obstaja, lezi na intervalu [—2,4].

Enacbo v/x 4+ 2 = 4 — z sedaj na obeh straneh kvadriramo in dobimo

r+2=16-824+220=2>-92+14< (z-2)(z—-7)=0,

od koder dobimo dve resitvi 1 = 2 in 29 = 7. Ker resitev zo9 = 7 ne lezi na
intervalu [—2, 4], je torej edina reSitev originalne enacbe

1'1:2.

NALoGA 2.12. Resi enacbo

2Wr+5=vVr+2+V10+zx.
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RESITEV. Najprej opazimo, da je enacba 2v/z + 5 = v/x + 2+ /10 + z defini-
rana le za x > —2 (sicer pod koreni lahko dobimo negativne vrednosti). ReSitev
enacbe, ¢e obstaja, mora leZati na intervalu [—2, 00).

Obe strani enac¢be 2/ +5 = /2 + 2 + /10 + x kvadriramo in dobimo

4z +20=2z+2+ 10+ 2+ 2V +2v10+ =z,

kar preoblikujemo v

r+4=+vVr+2V/10+z.
Zopet kvadriramo obe strani enac¢be in dobimo

224+ 8x+16=2’4+122+200=4dx+4 < z=—1.

Resitev & = —1 lezi na intervalu [—2, 00), tako da zaklju¢imo, da je edina regitev
zacetne enacbe Stevilo
r=—1.

NALoGA 2.13. Resi enacbo
Vizr—1=x—-1.

RESITEV. V tem primeru imamo opravka s 3. korenom N ki pa lahko sprejme
tako pozitivne kot negativne argumente in tudi zasede tako negativne kot pozi-
tivne vrednosti. Zato v tem primeru nimamo nobenih omejitev glede definira-
nosti enacbe.
Obe strani enac¢be /7x — 1 = x — 1 potenciramo na potenco 3 in dobimo
enacbo
Tr—1=2%-322+3z -1 0=2%—32% — 4z,

kar pa v naslednjih korakih razstavimo
0=2-32"> ~dr = 0=x(z? -3z —4) s z(x+1)(z—4),
izCesar zaklju¢imo, da so reSitve enacbe Stevila

$1:O 3?2:—1 LU3:4.

NALoGA 2.14. Obravnavaj resitve enacbe
bx+1)=b+3

v odvisnosti od parametra b € R.

RESITEV. Enac¢bo b(z + 1) = b + 3 preoblikujemo na naslednji nacin
bz+1)=b+3cbr+b=0+3br=3.
Sedaj pa lahko obravnavamo dva primera:

1. Ce je b =10, potem imamo opravka z enac¢bo 0 = 3, ki oc¢itno nima resitve,
saj je 0 # 3.



2. Ce je b # 0, pa lahko enacbo delimo z b in dobimo resitev

3

NALOGA 2.15. Resi enac¢bo
lz+3|=z—1.

RESITEV. Najprej si ogledamo ¢len |z + 3|. Velja

. r+3 ; x>-3
|£+3|_{—x—3 ;o< —3
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Vidimo, da se predpis za |z + 3| zamenja pri z = —3. Enacbo resimo najprej na

intervalu (—oo, —3) na to pa $e na intervalu [—3, c0).

1. Naj bo z € (=00, —3). Enacba |z + 3| =  — 1 se na tem intervalu glasi

—rx—3=rx—-10=2z+22x=—-1.

Ker resitev = —1 ne lezi na intervalu (—oo, —3) zaklju¢imo, da enacba

|z + 3| = x — 1 na intervalu (—oo, —3) nima resitev.
2. Naj bo x € [-3,00). Enacba |z + 3| = x — 1 se na tem intervalu glasi

r+3=r—-1&3=-1,

kar o¢itno ni regljiva ena¢ba, torej zakljufimo, da enacba |z + 3| =z — 1

na intervalu [—3, c0) nima resitev.
Koncen zakljucek je, da enacba
lz+3|=2-1

sploh nima nobene resitve.

NALOGA 2.16. Resi enacbo
|z —1|+ |22 -1 =6.

RESITEV. Najprej si ogledamo oba izraza |z — 1| in |2z — 1]. Velja
\x—1|— z—1 ; x2>1
Tl 41 o5 xz<1
in

20 —1 ; x>
|2x_1|_{—2x—|—1 o<

ISIEE ST

Vidimo, da se izrazi za absolutne vrednosti spremenijo pri z = % inz =
Ena¢bo zato posebej reSujemo na vsakem od intervalov (—oco, 3), [3,1) in [1

B
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1. Naj bo € (—o0, 1). Enacba |z — 1| 4+ |2z — 1| = 6 se na tem intervalu

glasi
4
—x+1+1—2x:6@—3x:4@x:—§.
Ker resitev x = —% lezi na intervalu (—oo, %) zaklju¢imo, da ima enacba
|z — 1| + |2z — 1| = 6 na intervalu (—oo, 1) resitev z = —3.

. Naj bo z € [§,1). Enatba |z — 1| + |2z — 1| = 6 se na tem intervalu glasi

4
—x+1+2x—1:6(:)m:6<:>x:—§.
Ker resitev = 6 ne lezi na intervalu [4,1) zaklju¢imo, da enacba |z —
1| + |22 — 1] = 6 na intervalu [§, 1) nima reitev.

. Naj bo z € [1,00). Ena¢ba |z — 1| + |2z — 1| = 6 se na tem intervalu glasi

8
m—1+2x—1:6@3x:8@x:§.
Ker resitev x = % leZi na intervalu [1,00) zaklju¢imo, da ima enacba
|z — 1| + |22 — 1| = 6 na intervalu [1, o) resitev z = §.

Enacba |x — 1| + |2z — 1| = 6 ima torej resitvi

NALOGA 2.17. Poi3¢i resitev sistema enacb

3z — 5y =13
20 — Ty = —17.

RESITEV. Iz prve enacbe lahko izrazimo spremenljivko x in dobimo

5y + 13
=
3

To vstavimo v drugo enacbo in dobimo

—11ly = =77,

od koder dobimo

NALOGA 2.18. Pois¢i resitev sistema enacb

3z —4y =1
3z +4y =19.

RESITEV. Enachi sestejemo in dobimo

6a7:20:>x:§.

To vstavimo npr. v prvo enac¢bo in dobimo Se

y11~
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NALOGA 2.19. Pois¢i resitev sistema enacb
r—by=13
20 — 11y = —17.
RESITEV. Prvo ena¢bo pomnozimo z —2 in dobimo
—2x + 10y = —26
2z — 11y = —17.
Sedaj enacbi sestejemo in dobimo
y=43.
To vstavimo v prvo enac¢bo in dobimo Se

T = 228.

Naroca 2.20. Ce Stevilu odstejemo 7 in rezultat pomnozimo z 28 dobimo
kvadrat prvotnega Stevila. Za katero Stevilo gre?

RESITEV. Oznacimo iskano Stevilo z x. Iz besedila naloge razberemo, da za

Stevilo x velja naslednje
28(x — 7) = 22,

Odpravimo oklepaje in vse izraze prenesemo na desno stran enac¢be. Dobimo
0=2%—28z+196 < 0= (z — 14)%.

Resitev enacbe je torej stevilo
x=14.

NALOGA 2.21. Vzemi poljubno naravno Stevilo med 1 in 10. Dodaj 2. Rezul-
tat pomnozi z 2. Nato odstej 2. Nato rezultat deli z 2. Nazadnje odstej tvoje
prvotno Stevilo.

Rezultat je 1! Zakaj?
RESITEV. Naj bo z poljubno stevilo. Sledimo besedilu naloge

2 2)—-2 2 2) -2
r—=r+2—-2x+2)=>2x+2)-2— (+2) — (z+2) —zx

2 2
Dobimo torej izraz % — x, ki pa ga sedaj poenostavimo. Dobimo
2 2)—2 2 4-—2 2 2
(x—|—2) —r= x—i—? —T = x2—&— —rz=z+1—-xz=1,

torej je rezultat res vedno enak 1, neodvisno od zacetnega izbranega stevila x.

NALOGA 2.22. Vzemi poljubno trimestno Stevilo, z samimi razli¢nimi Stev-
kami. Obrni vrstni red Stevk in to odstej od prvotnega Stevila. Obrni vrstni red
Stevk te razlike in dobljeno Stevilo pristej razliki.

Rezultat je 1089! Zakaj?
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RESITEV. Naj bo zyz desetiski zapis izbranega trimestnega Stevila. Gre torej
za Stevilo
100x 4+ 10y + 2.

zyx je Stevilo z obrnjenim vrstim redom Stevk in torej gre za Stevilo

100z 4+ 10y + z .
Izra¢unajmo razliko teh dveh stevil. Denimo, da je z > z in izra¢unamo
(100z 4+ 10y + z) — (1002 + 10y + =) = 1002 — 100z 4+ z — 2z = 100(z — 2) + z — = .

Kaksen je desetiski zapis tega Stevila? Ker smo predpostavili, da je x > z, je
razlika z — x negativna, torej (z — z)0(z — x) ne bo desetiski zapis tega Stevila.
Kako torej?
Razliko 100(z — z) 4+ z — x preoblikujemo na naslednji na¢in

100(z —2)+2z—2=100x —2—1)+9-10+ 10+ z — z,
od koder preberemo, da je desetiski zapis stevila 100(x — z) + z — = enak
(x—2-1)9(10+ 2z —x).

Sedaj pa obrnemo vrstni red teh Stevk, dobimo §tevilo (10+ 2z — )9 (z — 2z — 1),
torej gre za Stevilo

100010+ 2z —2)+9-10+ (x — 2z —1).
Temu sedaj pristejemo Stevilo 100(x — z) + z — . Dobimo
100(10+2z—2)4+9-10+ (z—2—1)+100(z —2)+z —x =
= 10004100z —1002+9042 —2z—141002 — 1002+ 2z —x = 10004+90—1 = 1089 .

NaLoca 2.23. Storklja prinese mladi¢kom ¢rvicke. Ce bi vsakemu dala 5
¢rvickov, bi trije ¢rvicki ostali, ¢e pa bi jih vsakemu hotela dati 6, bi ji pa en
¢rvicek zmanjkal. Ugotovi koliko mladickov in érvickov je.

RESITEV. Naj bo z Stevilo mladickov in y Stevilo ¢rvickov. Iz besedila naloge
razberemo, da velja naslednje

Sx+3 = vy
6z—1 = y.
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Prva enac¢ba nam torej pove y = 5z + 3. To vstavimo v drugo enacbo in
dobimo

6r—1=0rx+3r=4=y=23.

Torej je Storklja prinesla 23 ¢érvickov 4 mladickom.

NALOGA 2.24. Oce in sin sta skupaj stara 100 let, ¢ez 10 let pa bo oce dvakrat
starejsi od sina. Dolo¢i starosti obeh.

RESITEV. Oznac¢imo

xr ... starost oCeta

starost sina .

Velja
z+y = 100
x+10 = 2(y+10),
kar lahko preuredimo v
z+y = 100
r—2y = 10.

Dobimo
z =170 y=30.

NALOGA 2.25. Iva poje kroznik juhe v 6 minutah, Crt pa enak kroznik juhe
poje v 9 minutah. Crt za¢ne jesti kroznik juhe, ¢ez eno minuto pa se mu pridruzi
Iva (sedaj oba jesta iz istega kroznika). V kolik§nem ¢asu bosta pojedla kroznik
juhe?

RESITEV. Najprej zapisimo hitrosti hranjenja vy, = %% Mg, =5 oin

Oznadimo s t ¢as v katerem bosta skupaj pojedla en kroznik juhe. Ce bo Crt
jedel t ¢asa, bo Iva jedla t — 1 Casa, saj za¢ne 1 minuto kasneje. Velja torej

t t—1
lztvért—’—(t_l)UIVa@l:f_ki.
9 6
Iz zadnje enacbe sedaj izrazimo ¢. Imamo
1== — e 1l=— it SV
9776 18 18
20+ 3(t—1
®1:$®18=2t+3(t_1)®

21
@18:515—3(:)21:51?@75:3.

Kroznik juhe bosta skupaj pojedla po ¢asu t = % minute, kar je 4 minute in 12
sekund.

1 kroznika
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NALOGA 2.26. Pois¢i vse realne resitve sistema nelinearnih enacb
23 —3zy? +1=0,
322y —y? =0.
RESITEV. Levo stran druge enacbe lahko razstavimo kot

3%y —y® = y(327 — y?) = y(V3z — y)(V3z +y) = 0.

Sledi, da je y1 = 0, y» = V3 in y3 = —/3z. Najprej vstavimo 3, v prvo
ena¢bo. Dobimo z3 +1 = (x + 1)(z? — 2z — 1) = 0. Edina realna regitev je
21 = —1. Sledi, da je prva resitev sistema (—1,0).

Sedaj vstavimo y, v prvo ena¢bo. Dobimo 23 — 923 +1 = 1 — 823 =

(1 — 22)(1 + 2z + 42?) = 0. Edina realna refitev je zo = % Sledi, da je druga

resitev sistema ( 3, ?)

Podobno dobimo, ¢e vstavimo y3 v prvo enac¢bo. Sledi, da je tretja reSitev

- 1 _ V3
sistema (5, —7>.

NALoGA 2.27. Resi eksponentno enacbo
307 9Pl 2. 277 = 36.

RESITEV. Gre za eksponentno ena¢bo. ReSujemo jo tako, da jo prevedemo na
osnovno obliko a” = b. Potem resitev uganemo ali dobimo preko logaritma, tj.
x = log, b. V naSem primeru vse ¢lene zapiSemo z osnovo 3 in dobimo

36‘%74 + 93I71 —_9. 2729:71 =36 & 361374 4 (32)33’,‘—1 —_9. (33)23:_1 =36

30071 430072 2.3 =36 < 3971 (1+9-2-3) =36
&30t =9,

Sledi, da je 6x — 4 = 2 oziroma x = 1.

NALoGA 2.28. Resi eksponentno enacbo
2$71 —4. 51:73 —92. 5172 o 2172 + 51:73 .

RESITEV. Opazimo, da sta osnovi 2 in 5 tuji si Stevili. Zato ne moremo vse
¢lene zapisati z isto osnovo. Ustrezno preuredimo.

277l 4922 — 4. 573 4 05772 4 4573 5077224 1) =53 (4 4254+ 1)

3-2772=15.5"% 2772 =572,
Sledi, da je edina moznost x — 2 = 0. Odtod dobimo z = 2.

NAvLoGA 2.29. Resi eksponentno enacbo

61T" — 627 =30.
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RESITEV. Poenostavimo in dobimo

36
61”—62*“3:30@6.695—67:30.
Enacbo pomnozimo s 6” in uvedemo novo spremenljivko ¢t = 6”. Dobimo
6-62" —36—30-6" = 0 < 61°—30t—36 = 0 < t*~5t—6 =0 < (t—6)(t+1) = 0.

Prva moznost je, da velja t = 6 oziroma 6% = 6. Odtod dobimo resitev z = 1.
Druga moznost je, da velja t = —1 oziroma 6* = —1. Ta enacba pa nima resitve.

NALOGA 2.30. Resi logaritemsko ena¢bo
log, (z+2)=2.

RESITEV. Gre za logaritemsko enacbo. ReSujemo jo tako, da jo prevedemo na
osnovno obliko log, z = b. 1z Cesar sledi, da je a® = b. V naSem primeru dobimo

log,(z+2)=2es’=r+2c2 —2-2=0& (z—2)(z+1)=0.

Odtod sledi, da je z1 = 2 in 9 = —1. Naredimo preizkus. Ker niti osnova,
niti argument logaritma ne smeta biti negativni Stevili, sledi, da je x = 2 edina
reSitev.

NALOGA 2.31. Resi logaritemsko ena¢bo
log V5 +57 =1.
RESITEV. Spomnimo se, da za logaritme velja pravilo
log, ™ =nlog, x.

V naSem primeru dobimo
1
logV75+5* =1« log(75+5z)% =1s §1og(75+5z) =1 log(754+5%) = 2.

Sledi
102 = 754+ 5% & 5% = 25.

Torej je x = 2.

NALOGA 2.32. Resi logaritemsko ena¢bo
logy(x 4+ 14) 4 logy(z 4+ 2) = 6.
RESITEV. Spomnimo se, da za logaritme z isto osnovo velja pravilo
log, = + log, y = log,(zy) .
V naSem primeru dobimo
logy(z + 14) + logy(z 4+ 2) = 6 < log, ((x + 14)(z +2)) =6
22+ 162 +28 =20 = 22 + 162 —36 =0 < (z +18)(z —2) =0.

Odtod sledi, da je z; = —18 in x5 = 2. Naredimo preizkus. Edina resitev je
T =2
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NALoGA 2.33. Resi logaritemsko enacbo
In(x +2)—lnz=1.

RESITEV. Za logaritme z isto osnovo velja pravilo

log, z — log, y = log, (;) .

ENACBE

V naSem primeru ra¢unamo z naravnim logaritmom, ki ima za osnovo Stevilo e:

Inz =log, x.

Dobimo
1n(:c+2)—lnx:1<:>ln(x+2> et
x x
r+2=ex S x(l—e)=-2.
Sledi, da je z = % Preveri in naredi preizkus!

NALOGA 2.34. Resi trigonometrijsko ena¢bo

tanx = \/§

e

RESITEV. Trigonometrijsko enacbo resujemo tako, da jo prevedemo na osnovno

enacbo oblike

f(m):a,

kjer je f kotna funkcija in a neko Stevilo. Resitve take enac¢be potem razberemo

iz enotske kroznice.

V naSem primeru je enacba ze v taki obliki. Vprasamo se, pri katerih kotih
x (v radianih) je vrednost tangensa enaka /3. To se zgodi pri 53 +kn, kel

NALoGA 2.35. Resi trigonometrijsko ena¢bo
cos3z+1=0.

RESITEV. Velja
cosdr+1=0<cos3z =—1.

Sledi, da je 3z = 7 + 2km oziroma x = § + %T’T, ke Z.

NALoOGA 2.36. Resi trigonometrijsko ena¢bo
2sin®z —sinz = 0.
RESITEV. Velja

2sin’ x — sinz = 0 < sinz(2sinz — 1) = 0.

1

Sledi, da je sinz = 0 ali sinz = 5. ReSitve prve enacbe so x; = k7, resitve

druge pa g = § + 2km, x3 = %’“ + 2km, k € Z.
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NALOGA 2.37. Resi trigonometrijsko enacbo
4sin®z —2cos’z =1.

RESITEV. S pomod¢jo osnovnih trigonometrijskih identitet pretvorimo enac¢bo
v obliko, da bo vsebovala samo eno kotno funkcijo. Dobimo

4sin?x —2cos’x = 1 & 4sin’x — 2(1 —sin®2) = 1 & 6sin®2z -3 =0
& 3-(2sin?z — 1) =0 < (V2sinz — 1)(V2sinz +1) = 0.

Sledi, da je sinz = ¥2 ali sinz = —¥2. Reitve obeh enach lahko zdruzimo in

zapiSemo kot x = w, ke Z.
NALOGA 2.38. Resi trigonometrijsko ena¢bo
sinx +coszx=1.
RESITEV. Enac¢bo kvadriramo in dobimo
(sinz 4 cosz)? =1 < sin®z + 2sinz cosx + cos? z = 1

& 2sinxcosx+1=1<sinzcosx = 0.

Resitve te enacbe so km in § + kw. Moramo pa paziti, ker s potenciranjem
enacbe lahko pridelamo dodatne lazne reSitve, ki niso reSitve prvotne enacbe.
V naSem primeru so to tisti x, ki zados¢ajo sinx + cosz = —1. Zato naredimo
preizkus. Dobimo, da so reSitve prvotne enacbe xy = 2km, x3 = 5 +2km, k € Z.
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POGLAVJE 2. ENACBE



Funkcije, grafi, krivulje in neenacbe

NALoGA 3.1. Skiciraj graf funkcije
fl@y=2x—-1.

RESITEV. Gre za linearno funkcijo, ki je oblike f(z) = kz + n. Stevilo k ime-
nujemo smerni koeficient in dolo¢a strmino grafa funkcije. Za k > 0 je funkcija
naras¢ajoca, za k < 0 pa je padajoca. Stevilo n = f(0) imenujemo zacetna
vrednost in doloca presecis¢e grafa linearne funkcije. Graf linearne funkcije je
premica. Dolo¢ena je z dvema to¢kama. Zato si izberemo dve vrednosti za x in
izracunamo pripadajoce vrednosti odvisne spremenljivke y = f(x). Npr. tocki
(0,—1) in (1,1). V naSem primeru dobimo

NALOGA 3.2. Skiciraj graf funkcije
f(z) =42 — 4z — 3.

RESITEV. Gre za kvadratno funkcijo, ki je oblike f(x) = az?+bx+c. Graf kva-
dratne funkcije je parabola. Pri risanju parabole izra¢unamo tocke na krivulje:
ni¢le, teme in zacetno vrednost.

e Nicla funkcije je tisto Stevilo x, pri katerem je vrednost funkcije f enaka 0.
Tam graf funkcije seka abscisno os. Nic¢le izra¢unamo z reSevanjem enacbe

37
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f(z) = 0. V naSem primeru ju bomo izrac¢unali s pomo¢jo diskriminante.
Dobimo

_4+/64 4438
8 8

Sledi, da je sta nicli 1 = % in xg = —

x1,2

[N

e V temenu 7T'(p, ¢) parabola doseze najvecjo vrednost (a < 0) oziroma naj-
manjso vrednost (¢ > 0). Formuli za izra¢un koordinat temena sta

b D
P="50 17 T4q-
V naSem primeru dobimo p = % in ¢ = —4.

e Zaletna vrednost je f(0) = ¢. V naSem primeru je to —3. Zato tocka
(0, —3) lezi na grafu funkcije.

Ko nariSemo te tocke in jih povezemo, dobimo parabolo

20|

NALOGA 3.3. Dan je polinom p(z) = 2* — 322 — 522 + 3z + 4. Dolodi tevili
a in b tako, da pri deljenju polinoma p s polinomom z? 4 x + 2 dobimo koli¢nik
2% + ax + b in ostanek 14z + 10.

RESITEV. Po osnovnem izreku o deljenju polinomov zapisemo enacho:
p(z) = (2? + 2+ 2)(2® + ax +b) + 14z + 10.
ZmnoZzimo in uredimo po potencah:
2t =322 b’ +3x+4 =2+ (a+ 1)+ (a+b+2)22 + (2a+ b+ 14)z+2b+10.

Dobimo sistem linearnih enac¢b

a+1=-3

a+b+2=-5
20 +b+14=3
2b+ 10 =4,

katerega refitev je a = —4, b = —3.
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NALOGA 3.4. Skiciraj graf funkcije

pr) =32 —2+1.
RESITEV. Graf polinoma p(r) = a,2" +a,_12" "1 +...a17+ag narisemo tako,
da poisc¢emo nicle in izra¢unamo zacetno vrednost. Dodatno Se pois€emo par
tock, ki lezijo na grafu polinoma. Vedenje polinoma dale¢ od izhodis¢a doloca
vodilni ¢len a,x™. Ko bomo na studiju spoznali odvod, pa bomo znali poiskati
tudi lokalne minimume in maksimume. V naSem primeru dobimo:

e Zagetna vrednost je p(0) = ag = 1. Zato tocka (0,1) leZi na grafu poli-
noma.

e Nicle poistemo preko Hornerjevega algoritma. Uganemo, da je ena od
nicel 1. Dobimo

1 -1 -1 1

1 1 0 -1

1 0 -1 |0

Sledi
B —r+l=(z-D@*-1)=(@-1D*(z+1).

Torej je 1,2 = 1 dvojna ni¢la in 23 = —1 enojna ni¢la. Spomnimo se, da
se graf funkcije v ni¢li sode stopnje odbije od abscisne osi.

e Vstavimo e npr. z = 2 v funkcijo in dobimo p(2) = 3.
Ko nariSemo te tocke in jih poveZemo, dobimo

3+

/TN

NALOGA 3.5. Poisci presecis¢a premice y = x + 1 in elipse ””7‘2 +%2% = 1. Narigi
obe krivulji.

RESITEV. Presecis¢a pois¢emo z reSevanjem sistema enacb

r+l=y
2

€z 2
— =1.
1Y

V drugi enacbi upostevamo, da velja y = x + 1 in dobimo

2
@1 =1e0® 4?80+ 4=
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522 +8r =0 2(5x+8)=0.

Dobimo z; =0 in x5 = f%. Z vstavljanjem v enacbo y = x + 1 izraCunamo, da

sta prese¢iséi (0,1) in (—%, —%)
Elipsa v osnovni legi je mnozica tock, ki zado$c¢a enacbi

$2 y2

2T

Pri tem sta a in b dolZini polosi. V naSem primeru sta a = 2, b = 1. Obe krivulji
sta na spodnji sliki.

=1.

NALOGA 3.6. Pois¢i presecis¢a premice y = x — 6 in parabole y? — 2y +2 = x.
Narisi obe krivulji.

Vv v

RESITEV. Preseciica pois¢emo z reSevanjem sistema enacb
r—6=y
v -2+2=uz.
V drugi enacbi upostevamo, da velja y = x — 6 in dobimo
(—6)2-2x—-6)+2=ac2>-120+36—-20+12+2=21
S22 - 150 +50=0% (x —5)(x — 10) =0.

Dobimo 7 =5 in o = 10. Z vstavljanjem v enac¢bo y = x — 6 izra¢unamo, da

vvvvv

Parabola v osnovni legi je mnozica tock, ki zados¢a enacbi

y? = 2px.

y4

Pri tem parameter p doloca gorisce (p 0) in enacbo vodnice x = —%£. V naSem

2
primeru enacbo parabole preuredimo:

v -2y +2=as @ -2y+)+l=z (y—1)2=2—-1.
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To krivuljo nariSemo tako, da krivuljo 4> = x premaknemo za 1 v desno in za 1
gor. Obe krivulji sta na spodnji sliki.

4+ 4

NALOGA 3.7. Narisi graf funkcije
fz) =1 -2+,

RESITEV. Opazimo, da je osnovna funkcija oblike e*, katere graf znamo nari-
sati. Graf funkcije f pa bomo dobili s pomocjo raztegov in premikov osnovnega
grafa. Funkcijo f zato zapiSemo v obliki

f(z) = 1—2e2(=+3),
iz katere razberemo raztege in premike. Risanja se lotimo v naslednjih korakih:

e NariSemo graf funkcije x — e*.

e Narisemo graf funkcije z +— €*, ki ga dobimo tako, da graf funkcije iz

prejsnje tocke skréimo za faktor 2 vzdolz abscisne osi.

e NariSemo graf funkcije z — —2e%%, ki ga dobimo tako, da graf funkcije
iz prejSnje tocCke raztegnemo za faktor 2 vzdolZ ordinatne osi in ga nato
prezrcalimo ¢ez abscisno os.

e NariSemo graf funkcije f, ki ga dobimo tako, da graf funkcije iz prejsnje
tocke premaknemo za 1 gor in % v levo.

Graf funkcije f je na spodnji sliki.
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-6

-8+

Narvoca 3.8. Narisi graf funkcije
f(z) =In|2z —2|.

RESITEV. Opazimo, da je osnovna funkcija oblike In |z|. Graf funkcije f bomo
dobili s pomodjo raztegov in premikov osnovnega grafa. Funkcijo f zato zapi-
Semo v obliki

f(z) =In|2(x —1)],
iz katere razberemo raztege in premike. Risanja se lotimo v naslednjih korakih:
e Narisemo graf funkcije x — In|z|. Logaritemsko funkcijo g(z) = Inz
Ze poznamo. Graf funkcije z — g¢g(|z|) pa je sestavljen iz tistega dela

grafa funkcije g, ki je desno od ordinatne osi in njegove zrcalne slike Cez
ordinatno os.

e Narisemo graf funkcije z — In|2z|, ki ga dobimo tako, da graf funkcije iz
prejsnje tocke skréimo za faktor 2 vzdolz abscisne osi.

e NariSemo graf funkcije f, ki ga dobimo tako, da graf funkcije iz prejsnje
tocke premaknemo za 1 v desno.

Graf funkcije f je na spodnji sliki.

3

NaroGca 3.9. Narisi graf funkcije

flx) =1+ 2cos <z+g) .
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RESITEV. Opazimo, da je osnovna funkcija oblike cos x, katere graf znamo na-
risati. Graf funkcije f pa bomo dobili s pomodjo raztegov in premikov osnovnega
grafa. Risanja se lotimo v naslednjih korakih:

e NariSemo graf funkcije x — cos .

e Narisemo graf funkcije x — 2cos z, ki ga dobimo tako, da graf funkcije iz
prejsnje tocke raztegnemo za faktor 2 vzdolz ordinatne osi.

e Narisemo graf funkcije f, ki ga dobimo tako, da graf funkcije iz prejsnje

tocke premaknemo za 1 gor in § v levo.

Graf funkcije f je na spodnji sliki.

NALOGA 3.10. Narisi grafa funkcij
e f(z) =max{|: —z|,|l — 2|} in
e g(z) = max{|} — 2|, 1}
ter dolodi tiste z € R, pri katerih funkciji dosezeta minimum.

RESITEV. e Graf funkcije f nariSemo tako, da najprej nariSemo premici

%fx in 1—xz, nato pa njuna negativna dela prezrcalimo ¢ez = os. Ra¢unsko
dolo¢imo prese¢iséi premic |3 — 2| in [1 — z| in dobimo z = 3.

Nato na intervalu (—oo, %) upostevamo predpis |1 —z|, saj je tam |% —z| <
|1 — z|, na intervalu (2,00) pa upostevamo predpis |3 — z/, saj je tam

|+ — 2| > |1 — z|. Na koncu dobimo:

-4 -2 2 4
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Razberemo, da ima funkcija f minimum pri z = %.

e Graf funkcije g nariSemo tako, da najprej nariSemo premico % — x in njen

negativni del prezrcalimo ¢ez x os. Nato nariSemo $e konstantno premico

1. Ra¢unsko dolo¢imo prese¢is¢i premic |5 — x| in 1 ter dobimo 1 = —1
: _ 3
inzy = 3.

Na intervalu (—oo, —1) upostevamo predpis |1 —z|, saj je tam | — | > 1,
na intervalu (—%, %) upostevamo predpis 1, saj je tam |% —z| < 1, na
intervalu (%, 00) pa zopet upostevamo predpis |%—x|, saj je tam |%—x| > 1.

Na koncu dobimo:

-4 -2 2 4

Razberemo, da funkcija g doseZe minimum pri z € [f%, %]

NALOGA 3.11. Resi neenacbo

x—6_4x+5<
2 3

2.

RESITEV. Gre za linearno neena¢bo. ReSujemo jo tako, da vse ¢lene, ki vse-
bujejo neznanko damo na eno stran, Stevila na drugo. Za razliko od enacb je
pri neena¢bi mnozica reSitev nek interval oziroma unija intervalov. V naSem
primeru dobimo

—6 4dz+5
x2 - x; <2 3(x—6)—2dx+5) <12
31881 - 10<124 52 <40 & o > —8.

Resitev lahko zapiSemo s pomodjo intervala kot z € [—8, 00).

NALOGA 3.12. Resi sistem neenacb

x+6> >m+2
-z .
2 37

RESITEV. Gre za sistem dveh linearnih neenach, ki ga lahko zapisemo v obliki

x+ 6 T+ 2
> - —x .

2 ’ ” 3
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Resitev prve neenacbe dobimo kot

z+6

5 > r+6>-2rs3r> 6> 2.

Resitev druge neenacbe dobimo kot

T+ 2
—Tr >

1
@73x>x+2@—4x>2@>x<f§.

Ker mora neznanka x zado$¢ati obema neenacbama, dobimo resitev kot presek
zgornjih intervalov. Sledi, da je z € (—27 —%)

NAarLocA 3.13. Resi neenacbo
—2?—2+30<0.

RESITEV. Kvadratne in polinomske neenacbe resujemo tako, da najprej iz-
raCunamo nic¢le ustrezne funkcije, nato pa iz poteka grafa funkcije razberemo
intervale, na katerih je funkcija dolo¢enega predznaka. V naSem primeru je ne-
enacba Ze pravilno urejena, saj je na desni strani neenacbe Stevilo ni¢. I§¢emo
intervale, na katerih je funkcija f(r) = —2? —x+30 negativna. Z razstavljanjem

—2? —x+30=—(22 +2—30) = —(z+6)(x — 5)

dobimo, da sta ni¢li z; = —6 in 292 = 5. Ker je vodilni koeficient kvadratne
funkcije negativen, graf funkcije izgleda kot

-8 6 4 6

Sledi, da je funkcija f negativno predznadena na x € (—oo, —6) U (5, 00).

NALOGA 3.14. Resi neenacho
22 —1>—x—4x.
RESITEV. Neenadbo preuredimo v 2 + 5z — 1 > 0. Ni¢li dobimo po formuli

_ —5+4/29
-

x1,2

Ker je vodilni koeficient kvadratne funkcije pozitiven, je reSitev enaka x €
(—o0, _5_2\/E) U (_5"’2@, o0). Preveri in narisi sliko!
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NALOGA 3.15. Resi neenacbo
2t 4 2% — 622 >0.
RESITEV. Gre za polinomsko neenac¢bo. Levo stran lahko razstavimo kot
vt 2 — 627 = 2%(2® + 2 — 6) = 2 (z + 3)(z — 2).

Ker je vodilni koeficient polinoma pozitiven, graf funkcije izgleda kot

60
40+~

20|

-20-

Sledi, da je funkcija f nenegativna na x € (—oo, —3] U {0} U [2, c0).

NALOGA 3.16. Resi neenacbo
22+ 222 - 52 —6>0.

RESITEV. Uganemo ni¢lo 1 = —1 in uporabimo Hornerjev algoritem, da raz-
stavimo levo stran neenacbe:

|1 2 -5 -6

Sledi
2?+22° 5z —6=(z+1)(2°+2—6)=(z+1)(z +3)(z —2).

Ker je vodilni koeficient polinoma pozitiven, graf funkcije izgleda kot
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Sledi, da je funkcija f nenegativna na x € [—3, —1] U [2, 00).

NALoGA 3.17. ReSi neenacbo
1—2x -
3x+3

RESITEV. Gre za racionalno neenac¢bo. Takoj izlo¢imo, da x # —1, saj sicer
pride do deljenja z ni¢. Izredno moramo paziti, kako bomo odpravljali ulomke,
sicer lahko izgubimo resitve. Napacen nacin je, da neena¢bo pomnozimo z ime-
novalcem 3z+3. V tem primeru namreé ne vemo s kak$nim Stevilom (pozitivnim
ali negativnim) mnoZimo in se znak neenakosti lahko obrne. Zato neena¢bo po-
mnoZimo z imenovalcem na kvadrat, tj. (3z + 3)2. Dobimo

1—-22
3r+3
S Bx+3)(1—-2r—-Bx+3)) >0 3z+3)(-5x—2) > 0.

> 14 (1—22)(3z+3) > (32 +3)2

Opazimo, da smo dobili polinomsko neena¢bo z negativnim vodilnim koeficien-

tom na levi strani. Nicli sta —1 in —%. Ko nariSemo parabolo, vidimo, da je

pozivno predznacena na r € (—17 —%)

NALOGA 3.18. Resi neenacbo

Vaz+1—-2z+1<0.

RESITEV. Gre za korensko neenacbo, kjer moramo biti spet previdni. Nee-
nac¢bo najprej preuredimo v

Vri+1<2rx—1.

Opazimo, da je leva stran definirana za vsa $tevila, saj je pod korenom vedno
strogo pozitivno Stevilo. Leva stran neenacbe je zaradi korena vedno nenega-
tivna. Zato lo¢imo primere:

e Ce je desna stran neenacbe negativna, tj. za z < %, potem neenacba nima
reSitve.

e Ce je pa desna stran neenaCbe nenegativna, lahko obe strani kvadriramo.
Pri tem znak neenakosti ostane, saj je kvadratna funkcija za pozivna Ste-
vila naraScajoca. Dobimo

P2l <@r—-1) e’ +1<4a? —4dx+1

&322 —4r >0s 23z —4) > 0.

Nicli sta 0 in %. Ko narisemo parabolo, vidimo, da je pozivno predznacena
na z € (—o0,0) U (%, oo). Ker pa mora veljati z > %, sledi, da je mnozica

reSitev prvotne neenacbe enaka (%, oo).

NAavLocA 3.19. ReSi neenacbo

|z? — 72 + 12| < 2.
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RESITEV. Imamo neenacbo z absolutno vrednostjo, zato moramo lo¢iti 2 pri-
mera:

e 22 — Tz + 12 > 0 oziroma = € (—o0, 3] U [4, 00).
V tem primeru reSujemo neenacbo
2 —Tr+12<r=2>-8r+12<0= (z—2)(z —6) <0,
katere resitev je x € [2,6]. Skupaj s pogojem = € (—o0, 3] U [4,00) torej
dobimo

x € [2,3]U[4,6].

o 22 — Tz + 12 < 0 oziroma = € (3,4).

V tem primeru reSujemo neenacbo
—? 4+ Tr—12<z= —2?462—-12<0=22—62+12>0,
katere resitev je z € R. Skupaj s pogojem z € (3,4) torej dobimo

x € (3,4).

Resitev enacbe je unija resitev dobljenih v obeh primerih, torej x € [2, 6].



Odvod in integral

(€' Odvod. Naj bo funkcija f definirana v okolici tocke xo. Odvod funkcije f v
tocki xog oznacimo z f'(xo) in je definiran s predpisom

f’(l‘o) _ ’1111)% f(-rO +h})L_ f(.%'o) )

Vrednost odvoda funkcije f v toéki xo geometrijsko ustreza naklonskemu koefici-
entu tangentne premice na graf funkcije f v tocki .
Pogosto odvod f' oznacimo tudi z zapisom ch'

(¢ Lastnosti odvoda. Veljajo naslednje lastnosti:

1. (Cf(x)) = Cf'(z) (CeR)

(f(z) £ g(2))" = f'(x) £ ¢'(x)
(f(2)g(x))" = f'(z)g(x) + f(2)g' (x)
(5

(9(f(2)))" = g'(f () f'(x)

o

o

B

w>)’ _ ['(@)g(@)~f()g' (z)
z) 92(@)

(¢ Nedoloceni integral. Funkcija F je nedolodeni integral funkcije f na inter-
valu I, c¢e je njen odvod na tem intervalu enak funkciji f:

F =f oz F—|—C’:/f(a:)dx, CeR.

(¢ Doloceni integral.

b
/ f(z) de = F(b) — F(a).

49
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Ce je f pozitivna funkcija na intervalu [a,b], je njen doloceni integral na tem
intervalu enak ploScéini lika, ki ga omejujejo funkcija f, x-os ter navpiéni ¢rti
z=ainz=>b. Ce je [ megativna, je doloceni integral enak negativni vrednosti
te ploséine.

(¢ Lastnosti integrala.

1. Integral vsote/razlike:
Ju@ 9@y do= [ 5@ dr+ [ o) o
2. MnoZenje s konstanto:

/kf(x) dm:k/f(x) dx.

/udv:uvf/vdu.

3. Per partes:

(¢ Tabela odvodov.

/
f(z) f'(x)
P paPT
sinx cosT
cosT —sinz
tanx %
X COS X T
e’ e’
Inx %
a® a®lna
. 1
resin
arcsin x \/1f7
arctan x Tiaz
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NALOGE

NALOGA 4.1. Izradunaj odvod funkcije f(z) = 32*+ 2z —5 in izracunaj f/(1).

RESITEV. Upostevamo lastnosti odvoda in dobimo
f(z) = (32 + (22) — (5) = 122° + 2,

iz Gesar sledi f/(1) = 14.

NALOGA 4.2. Izra¢unaj odvod funkcije f(z) = (x — 2?)z3.

RESITEV. Upostevamo lastnosti odvoda in dobimo
fl(x) = (=) 23+ (z—22)(23) = (1-22)23+(z—2?)32” = 2® 22" +323 32" =

=423 — 52 = 23(4 — bx).

NALOGA 4.3. Izradunaj odvod funkcije f(z) = Vo3 + In (22).

RESITEV. Upostevamo lastnosti odvoda in dobimo

F'(@) = (Va3 + (@) = (@F) + ( (22))' =

NALOGA 4.4. Izracunaj odvod funkeije f(z) = 2% sinz.

RESITEV. Upostevamo lastnosti odvoda in dobimo
f(x) = (2%) sinz + 2%(sinz)’ = 2 In2sinz + 2% cosz =

=2%(In2sinz + cos z) .

NALOGA 4.5. Izracunaj odvod funkcije f(z) = -

rx—1"

RESITEV. Upostevamo lastnosti odvoda in dobimo

o e () (@-1)—e"(z-1)
1= (5) - CEE
_ef(w—1)—e” :ez(m—Z)
(x—1)2 (x—-1)2 "~

NALOGA 4.6. Izracunaj odvod funkcije f(x) = sin(cos z).

RESITEV. Upostevamo lastnosti odvoda in dobimo

f/(x) = cos(cos x)(cosx) = — cos(cosx) sinz .

NALOGA 4.7. Izracunaj odvod funkcije f(z) = tan <ﬁ)
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RESITEV. Upostevamo lastnosti odvoda in dobimo

P =— (1””1)2 (4) =

NALOGA 4.8. Dana naj bo funkcija f(z) = In |axz + 3|. Dolod §tevilo a tako,
da bo veljalo f'(1) = 2.

RESITEV. Velja

o a
Pogoj f'(1) = 2 nam da enacbo
2 —9—a=-6.
a+3

NALOGA 4.9. Dana naj bo funkcija f(z) = 223 — 922 + 12z + 3. Doloéi
stacionarne tocke funkcije f ter intervale narascanja in padanja funkcije f. S
pomocjo drugega odvoda funkcije f doloéi, ali je posamezna stacionarna tocka
lokalni maksimum, lokalni minimum ali prevoj.

RESITEV. Velja
fl(x) =62 — 18z + 12 =6(x — 1)(z — 2).

Stacionarne tocke so vrednosti pri katerih je f'(z) = 0. Ker je f'(x) = 6(z —
1)(x — 2), sta stacionarni tocki

T = 1 To = 2.
Funkcija f pada povsod kjer je f'(x) < 0 in nara$¢a povsod kjer je f/(z) > 0.
Ker je f'(z) = 6(z — 1)(z — 2), funkcija f pada na intervalu (1,2) in naras¢a na
uniji (—oo,1) U (2,00). Drugi odvod funkcije f je enak:

f(z) =12z —18.
Velja f"(x1) = (1) = —6 < 0, torej je pri z1 lokalni maksimum, in f”(x2) =

f"(2) =6 > 0, torej je pri x5 lokalni minimum.

1

cosx’

NALOGA 4.10. Dana naj bo funkcija f(x) = In
fl@)=1.

RESITEV. Velja

Dolo¢i vse z € R, kjer je

f'(x) = tan(z).
Velja f'(x) = 1 kjer je tanz = 1. To pa se zgodi , ko je

x:£+k7r keZ.
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NALOGA 4.11. Podana je funkcija f(z) = v2? — 9. Doloé¢i tangento na funk-
cijo f v tocki (5, f(5)).

RESITEV. Koeficient tangente na funkcijo f v tocki (5, f(5)) je enak k = f/(5).
Izra¢unamo odvod funkcije f in dobimo:

1 1 T
— 2r = ,
2\z2-9 Va? -9

torej je f/(5) = 2. Tangenta je torej oblike

f'(z)

)

Ker vemo, da poteka skozi tocko (5, f(5)), lahko dolo¢imo Ze n. Velja f(5) = 4

in dobimo:

4:§5+n:>n:—§.

NALOGA 4.12. Izrac¢unaj naslednje integrale:

3/ 2 1
a)/l (xg—i—x2—3>dx, b)/ox\/$2+4d3f, C)/O 2 cos(z)da.

i 5m

d) / 115\5/3Tx dz, ¢ /0 * (sin(%) — cos(@)) dz,  f) /0 " 2 cos(z)da.

RESITEV. a)

3 -2 3
1
/ (xﬁx?—?’)df:(xg*z—%)
: =

1 11 28
2_9+99<2+33>....

b) Uvedemo novo spremenljivko t = 2% + 4 = dt = 2xdx in pora¢unamo:

2 8 dt 81, 12 3
/x\/x2+4d:p:/ oVt— = —t2dt = —=t2| =

4 2 4

:%(@—\/4?):%(wxf—s):g(m@—l).

8

/4 2 cos(z)dz = 2sin(x)
0

z:z(?—()):ﬂ.

0

d) Uvedemo novo spremenljivko t = 3 + x = dt = dzx in pora¢unamo:

L 4 25
/ 5\5/3—|—xdx:5/ %dt:...:§52<2€’/§—1).
1 2
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f) Uporabimo per partes: u =z = du =dz, dv=coszdr = v =sinx

57

/0T x cos(x) = xsin(x)

o3

sinxdxz————&—cosx = ——————1L.

_/ b /2 T 5/om V2
0 4 2 0 8 2

0

NALOGA 4.13.  a) Izracunaj

1
/ zetdx.
0

b) Kolik$na je plosfina obmodja na spodnji sliki, ki je omejeno s funkcijama
fi(x) = xze*, fo(x) = —xe® in navpicnico z = 17

3

3L

RESITEV. Uporabimo pravilo za integral produkta (per partes). Izberemo:

u=2z=du=dxr, dv=e"dr=v=¢"
in dobimo
1

1 1
/ reldr = xe®| — / e’dr =e—¢€"
0 0 0

Plos¢ina polovice obmodja (omejeno s f; in z-osjo) je torej enaka 1, zaradi
simetrije je plos¢ina celotnega obmocja enaka 2.

1
=e—e+1=1.
0

NALOGA 4.14. Izrafunaj plos¢ino obmodja, ki ga omejujeta krivulji f(x) =
2? + 4z in g(z) = —a.

RESITEV. Ploséina lika, ki ga omejujeta grafa funkcij f in g je enaka

b
5= / (f(2) — g(x))d,

vy

kjer sta a in b abscisi presecis¢ obeh grafov, f predstavlja zgornjo krivuljo, g pa
spodnjo. Funkciji f in g se sekata v tockah

P tdr=—r=22+52=0=2(x+5) =0= 2, =0,290 = —5.

Torej bo plos¢ina lika enaka

0 0 3 2
/ (—x — 2? — 4x)dx = / (—2% — 5x)dx = A
=5 -5 3 2 _
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125 125 125

3 T2 6
Izrac¢unali smo plos¢ino spodnjega obmocja:

st

NAaLoGA 4.15. Izra¢unaj plosfino obmodja, ki ga omejujeta krivulji f(z) =
—22+7in g(x) = 2% + 4z + 1.

RESITEV. Izra¢unamo presec¢iséi krivulj:
2?4 T=2’44r+1=22+20-3=0=>2, = 1,290 = —3.

Plos¢ino izrac¢unamo kot

1 1 3
/ (—2?+7—a?—da—1)dx = —2/ (22422 —3)dx = —2 (w + 2% — 390)

-3 -3

Izra¢unali smo plos¢ino spodnjega obmocja:
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Vektorji

& Vektorji v R3. Vektor @ je, geometrijsko gledano, usmerjena daljica v pro-
storu. Gledano algebraicno, pa ga podamo kot element prostora R®, na nacin

Vektorje lahko sestevamo: B
e Vsoto d + b vektorjev d, b, gledano geometrijsko, dolocimo s pomocjo t.i.
paralelogramskega pravila.

a by
o Vsoto@+b vektorjev d = |as |, b= |by , gledano algebraicno, pa izra-
as bs
cunamo kot -
. ai by a; + by
a+b=las| + |b2| = |az+ by
193 | b3 az + b3

Vektorje lahko mnozimo s skalarji:

e Produkt ad vektorja @ s skalarjem o € R, gledano geometrijsko, ustreza
raztequ vektorja d za faktor o.

ai
e Produkt ad vektorja d = |as| s skalarjem o € R, gledano algebraiéno, pa
as
izracunamo kot
a1 aar
ad=ao |a| = |aas
as aas
ax
Dolzino vektorja @ = |aa| oznacimo z ||d|| in jo izracunamo s pomodcjo
as

57
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formule

|@|| = /a3 + a3 +a3.

(¢' Linearna kombinacija. Naj bodo @1, ...,d, vektorji in o, ...,q, realna
Stevila. Vektorju
1ay + -+ apan

pravimo linearna kombinacija vektorjev dy, ..., d,.
Vektorji dy, ..., d, so linearno meodvisni, ce je
a1d] + -+ apd, =0

samo tedaj, ko so vsi a; = 0.

ay by
(& Skalarni produkt. Skalarni produkt (@,b) vektorjevd = |az|,b= |ba| je
as b3

definiran z izrazom

-

(@,b) = a1by + asby + asbs = ||| ||b]| cos ¢,

kjer je ¢ kot med vektorjema @ in b.
Velja
lal| = v/(a,a) .
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NALOGE

NALOGA 5.1. V ravnini naj bodo dane totke A, B in C, kot je prikazano na
spodnji sliki:

A

Skiciraj vektorje AL, AC, 2 AB, —1AC, AB+AC, AB—AC in 4AB—3AC.

RESITEV. Dobimo

NALOGA 5.2. V ravnini naj bodo dane totke A(2,1), B(5,2) in C(—1,6).

1. Dolo¢i vektorje 1@, 1@, 3@, —%@, @—I—B, B—jﬁ, %ﬁ— %@

in jih skiciraj v ravnini.
2. Izrac¢unaj dolzine vektorjev E in SE + 2@.

RESITEV. 1. Komponente vektorja E dobimo tako, da od koordinat tocke
B odstejemo koordinate to¢ke A. Dobimo

-

)
- [1
T )
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e[ 4],

3

.. oL e . A
2. Dolzino vektorja @ = [al} izra¢unamo po formuli ||@|| = y/a% + a3. Do-
2

bimo

s =||[1] || - va 1 - vio.

Velja 348 + 24C = (3,13), kar nam da

1348 + 240 = /3% + 132 = V1T8.

NALoGA 5.3. V prostoru naj bodo dane tocke A(—2,—4,3), B(1,5,6) in
C(7,-2,1). Izrac¢unaj dolzino vektorja AB + BC.

RESITEV. Velja
3
AB = |9
3

in
6

BC = | -7

—5

9
Velja torej 1@ + B? =] 2 |. Od tod dobimo
-2

IAB + BC|| = /9% + 22 + (~2)2 = V&9.
NALOGA 5.4. Dan naj bo pravilni Sestkotnik ABCDFEF, kjer oznafimo
i=AB =BC.
Izrazi vektorje 1@ , E, ﬁ , ﬁ , ﬁ in Zﬁ' kot linearne kombinacije vektorjev

ain b.

RESITEV. Najprej nariSemo skico Sestkotnika in oznac¢imo vektorja @ in b.
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= -
A a B

Iz skice in nacina seStevanja vektorjev razberemo:

AE=G+BE=2%—a
BE= G+AF =G+ (b—a@)=b—2

DF=—FD=—AC = —(a+b) = —a—b.

NarocA 5.5. Dana naj bo kocka ABCDA'B'C'D’, kjer ozna¢imo
- —
G=AL b=AD c=AA".

Naj bo totka M sredisée ploskve A’B'C’'D’ in N sredis¢e ploskve BOB'C’.
Izrazi vektorje AM, AN, CN in C'A kot linearne kombinacije vektorjev @, b in
C.

RESITEV. Najprej nariSemo skico kocke in ozna¢imo vektorje @, b in C.
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AA B
c
- D
b C
= >
A a B
Iz skice razberemo
— 1 1-
AM = 56 + ib +c

1- 1
AN =G+ b+ -2
2" "2
— 1- 1
N=_—-b+-¢
C 5 +2c
CA=—i—1b

NALOGA 5.6. Dan naj bo kvadrat ABCD, kjer oznadimo z E razpoloviste
daljice AB, z F razpolovis¢e daljice BC, z G razpolovisée daljice CD in z H
razpolovisée daljice AD. Nadalje naj bo tocka I presek daljic AF in ED, J naj
bo presek AF in BG, K naj bo presek BG in C'H ter L naj bo presek CH in
DE. Oznacimo Se

i—AB b=AD.

Izrazi vektorje AAJ} , ﬁ in Ij kot linearne kombinacije vektorjev @, in b.

RESITEV. Najprej nariSemo skico kvadrata, ozna¢imo vektorja @ in b ter ozna-

¢imo razpoloviséa in presecisca daljic.
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D G c
A )
L
H F
g J
I
=
A E = B

a

Najprej izrazimo vektor ﬁ kot linearno kombinacijo vektorjev @ in b. Tocka
I je presek daljic AF in DE, zato lahko piSemo

Al = oAF = a(@

S tem zapisom smo povedali, da toc¢ka I lezi vzdolz daljice AF. Zapi8imo Se
pogoj, da tocka I lezi vzdolz daljice DE. Dobimo

l
+3b

Al =5+ BDE = b+ (b + 1d).
Oba zapisa za ﬂ izena¢imo

a(d@+ )

Sedaj vse izraze postavimo na levo stran enac¢be in izpostavimo @ in . Dobimo

-

l\)\»—t
=
Q“l
=@
/-\
G“
l\D\»—t
y

(a=3)a+(5+8-1p=0
Ker sta vektorja d in b linearno neodvisna (saj nista vzporedna) mora veljati
a-5=0img¢+p-1=0.

Resitev tega sistema enacb je

Dobimo torej
2 1
Al =Za+ 5.
575

Izrazimo 8e vektor A_J} kot linearno kombinacijo vektorjev @ in b. Na podoben
nacin kot prej lahko piSemo

ﬁ*aﬁfa

in

aJ

I
S
+

DO | =
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Izraza izenac¢imo in dobimo

s

Velja pa
2. 1- 2. 1-
IJ=AJ— Al = fa+5b—g —cb=ca+b.

Podobno obravnavamo tudi vektor Ij .

VEKTORJI

NAarLoGA 5.7. Dan naj bo trikotnik ABC, kjer naj bo F' razpoloviice daljice

BC, to¢ka G pa naj deli daljico AC v razmerju |AG| : |[GC| =1:

tocka S presek daljic AF in BG. Oznadimo Se
i=AL b=AC.

Izrazi vektor ﬁ kot linearno kombinacijo vektorjev d, in b.

2. Naj bo

RESITEV. Najprej nariSemo skico trikotnika, ozna¢imo vektorja @ in b ter ozna-

¢imo tocki F', G in presecisc¢a daljic.

C

=
a
Imamo

zﬁ—aﬁ—aa+2 +g))

Po drugi strani pa lahko izrazimo
8 = %4—56@ fb+ﬂ +a).

Izraza za A§ izena¢imo

—_

al@+ ~(—a+b) = %b+ ﬁ(—%m a).

|
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Ker sta vektorja @ in b linearno neodvisna (saj nista vzporedna) mora veljati

—0; B _ 1 _
g—pB=0ina+5—3=

2 1
Oé—? ﬂ—*
Dobimo rezultat 5 1 1 .
= 2@+ tearh)=tar i
AS S+ 5(-a+b) = za+

NALOGA 5.8. Dan naj bo paralelogram ABC D, kjer naj bo totka E razpolo-
vis¢e daljice AB, tocka F' pa naj bo razpolovis¢e daljice BC'. Naj bo toc¢ka P
presek daljic AC in DE ter naj bo tocka @) presek daljic AC in DF. Oznaimo

se
i=AB b=AD.

Izrazi vektor ]@ kot linearno kombinacijo vektorjev @ in b. Preveri, da tocki P
in @ razdelita daljico AC na tri enake dele.

RESITEV. Imamo sledeco skico

D C

Pisemo
ﬁ = aﬁ =afd+ I;)
in 1 1
AP = §a+5ﬁ = Ja+B(-3d+).
Izraza izenac¢imo
kar preuredimo v

(a+8 i+ (a-pb=0,

kar nam da a = = % in rezultat

AP = %(a‘ +5).
Na podoben nacin izra¢unamo, da je

A6 = 2@+ ).

Torej je ]@ = %(d’+ b). Jasno pa je tudi, da to¢ki P in @ razdelita daljico AC
na tri enake dele.
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NALOGA 5.9. Dan naj bo pravilni 6-kotnik ABCDFEF, kjer je G razpolovisce
daljice EF. Toc¢ka S naj bo presek daljic AC in BG. Oznacimo Se

i=AB b=AD.
Izrazi vektor ﬁ kot linearno kombinacijo vektorjev a in b.
RESITEV. Imamo sledeco skico

E D

<l

A a

Pisemo
A8 = 0 AC = al@+b

in

AS =+ BBG =+ p(~i+ (b a)+ §b) =+ B(-2d + §5).

Izraza izenac¢imo

=

)

a(@+b)=d+B(—2d+3
kar preuredimo v .
(a+28—1)a+ (a—32B)b=0,

kar nam da o = % in g = % in rezultat

NALOGA 5.10. Izracunaj skalarni produkt vektorjev 2+3b—¢ in a+b+ c,
¢e je ||@l| = ||b]| = ||¢]] = 3 in je kot med @ in b enak 60°, kot med b in & enak
60° in kot med @ in ¢ enak 120°.

RESITEV. Spomnimo se formule za skalarni produkt (@,b) = ||@||||b]| cos ¢.
Upostevamo lastnosti komutativnosti in distributivnosti skalarnega produkta.
Izra¢unajmo

-

(2@ + 3b— &), (a+b+8)> = 2(d,d) + 5(@, by + (@, + 3(b,b) +2(b, &) — (¢, &) =
5

=2-3-3+5-3-3- 773 3 +3 3-3+2-3-3- 773 3*18+f*2+27+9 9=063.
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NALOGA 5.11. V ravnini je podan trikotnik ABC' z oglis¢i A(0,0), B(6,3) in
C(-2,4).

e Izratunaj vektorje zﬁ, B? in ﬁ
e Ali je trikotnik ABC pravokoten?

RESITEV. Komponente vektorja zﬁ dobimo tako, da od koordinat to¢ke B
odstejemo koordinate tocke A. Imamo

w-f] m-[5] ®-[7]

Izrac¢unajmo skalarni produkt

<,ﬁ,ﬁ>:<m,[_2]>:6-(—2)+3~4:0,

4

torej je trikotnik ABC' pravokoten s pravim kotom pri oglis¢u A.

NALOGA 5.12. Naj bo ABC enakostrani¢ni trikotnik, na katerega prilepimo
dva (2-krat manjsa) enakostrani¢na trikotnika, kot je prikazano na spodunji sliki.

Ozna¢imod =ABinb=A

E C

A B
e Izrazi vektorje ﬁ, B—}% in E7 kot linearne kombinacije vektorjev a in b.

e Naj bo toc¢ka T presecisce daljic AF in BE. Izrazi vektor ﬁ kot linearno
kombinacijo vektorjev @ in b.

RESITEV. Imamo sledeco skico:
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Velja

3l

N | =

ST
N W
ST
|
DN | =
S

Imamo

1=
ﬁ:aﬁ:a((i—i— §b)
in .
AT =+ BBE =d+ B(b— 2a).
Izenac¢imo in dobimo

<a+‘;’ﬁl)a+ (;a5>5—0:>a—§ 5%

torej

3

NIES

b.

=~

a+

NALOGA 5.13. Dan naj bo tetraeder ABCD. Naj bo
i=AB b=AC @=AD.

Naj bo E razpolovisée daljice AB in F razpolovisce daljice CD.

VEKTORJI

e Izrazi vektor ﬁ kot linearno kombinacijo vektorjev da, bin c

e Naj bo G razpolovisée daljice BC' in H razpolovisée daljice AD. Ozna-

¢imo z X presecisce daljic EF in GH. Izrazi vektor H kot linearno

kombinacijo vektorjev a, b in c.

RESITEV. Velja

- 1 1 1- 1
ER— 1z N e N S
a+ (b a)—|—2(c b) 2a+2b+2c
n —}} 1 1 1
G :—§G_§b+§c
Nadalje imamo
1
A}?——d+aE?:a+§(b—&’)+ﬁGﬁ,
od koder dobimo
L
a=8=3,

kar nam da

ﬂ:i(éﬂﬂé}.

NALOGA 5.14. Dan naj bo paralelogram ABC D, kjer oznafimo

i=AB b=AD
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in velja |d| = 3, b= 1, Z(a, g) = 5. K paralelogramu prilepimo Se en taksen
paralelogram na nacin, kot je prikazano na spodnji sliki:
F E
y, C
[/
A B

e Izrazi vektor (ﬁ kot linearno kombinacijo vektorjev @ in b.
e Izrac¢unaj dolzino vektorja ﬁ .

e Oznacimo z H tocko, kjer daljica DE seka daljico GF'. Izrazi vektor Cﬁ
kot linearno kombinacijo vektorjev @ in b.

RESITEV. Velja

@:35%5

Velja
L2 .2 .
ﬁ:b+§d’+3b:§d+4b.
Dobimo
2 - 4 2 1
|ﬁ|\/ i+ 4b) - (35+4b)\/99+16+23432\/%.
Velja

GH = 535 GH — —fa+ta+3b)

od koder dobimo t = s = %, torej

GH = 2.

Naroca 5.15. Naj bo ABCD paralelogram (glej sliko). Oznac¢imo z @ = AB,

b = AD, kjer je ||@|| = 2, ||b]| = 1 in kot med vektorjem @ in b naj bo 7. Naj
bosta tocki B’ in C’ taksni, da je paralelogram AB’'C’D podoben paralelogramu

ABCD.

e Izrazi vektor AB’ kot linearno kombinacijo vektorjev @ in b.

e Naj bo F presecisce daljic B'C” in BD. lzrazi vektor AF kot linearno
kombinacijo vektorjev @ in b.
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A B' B

RESITEV. Iz podobnosti paralelogramov sledi, da je

a b 1
li': U = |AB'| = -,
b |AB| 2
kar pomeni, da je
a 1
AB'= —-— = AB' = -a.
21 1
D c C
F
A B' B

Imamo
VU L
A :Za—l—tb AF =b+s(d—b)
od koder dobimo

- 1
Ah— ) 4Bt 1+5) =055 =7 t:Z

in

—

AF = b.

=] w

a+

-

NALOGA 5.16. Dan naj bo trikotnik ABC in toc¢ka D naj leZi na stranici AB
tako, da je |AD|: |DB| =2 : 1, toctka E pa naj leZi na stranici BC' tako, da je
|BE| : |[EC| =1:4. Totka F je presek daljic AE in DC. Izracunaj razmerje
|AF|: |FE)|.

RESITEV. Najprej nariSemo skico trikotnika, ozna¢imo vektorja @ in b ter ozna-
¢imo to¢ke D, E in F'.
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Zapisimo najprej vektor ﬁ kot linearno kombinacijo vektorjev @ in b. Imamo

AF = 0AE = (i + L(~a+1)).
Po drugi strani pa lahko izrazimo
AF = b+ 80D = b+ B(—b + 2d) .
Izraza za ﬁ izenac¢imo
a(@+ L(—a+b) =b+p(-b+ 2d).
Vse izraze prestavimo na levo stran enakosti in izpostavimo @ in b. Dobimo
(da—2p)i+ (ta+B—-1)b=0.
Ker sta vektorja a in b linearno neodvisna (saj nista vzporedna) mora veljati
fa—28=0ina+pB-1=0.

Resitev tega sistema enacb znasa

Dobimo rezultat

ﬁ:%ﬁ.

Velja torej
|AF|:|FE|=5:2.

NALOGA 5.17. Dana sta vektorja

1 . 2
a=|-1 b= |2
2 3

1. IzraCunaj .
3d —5b.
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0
2. Izrazi vektor ¢ = |—4| kot linearno kombinacijo vektorjev @ in b.
1
RESITEV. 1. Velja
= 1 2 3 10 -7
3d—-5b=3|-1| -5|2| =|-3] — |10| = |-13
2 3 6 15 -9

2. Zelimo izratunati taksna «, 8 € R, da bo veljalo @ = ad + 55, oziroma

0 1 2
-4l =a|-1|+5|2
1 2 3

Enakost mora veljati v vsaki vrstici, tako da dobimo 3 pogoje
a+286=0 —a+28=-4 20+438=1.
Iz prve enacbe izrazimo o = —20, kar vstavimo v drugo ena¢bo in dobimo
p = —1 in nato Se a = 2. Za vrednosti & = 2 in § = —1 je izpolnjena tudi
tretja enacba, torej res velja ¢ = 2d — b.
NALOGA 5.18. V prostoru R3 naj bo dan paralelogram z oglis¢i
-3 3 5 -1
A= |-2 B=|-3 Cc=10 D=1
0 1 2 1
e Preveri, da tocke A, B, C in D res tvorijo paralelogram.
e Dolo¢i dolzino stranic paralelograma in kot med diagonalama.

RESITEV. Oznacimo

3 -3 6
i=AB=|-3|-|-2| =1
1] (o] |1t
B [—1] [—3] 2
b=AB=|1|-|-2| =3
1] o] [t
Velja
2 —
BC = |3| =%
1
in
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torej dane tocke res tvorijo paralelogram.
Izra¢unajmo sedaj dolzine stranic:

|@|| = Va-a= 62+ (—1)2 +12 = V38

in
6] = Vb-b=+/22+32+12 = V14.

Oznadimo z € in f diagonali paralelograma, kjer je

8
E=a+b= |2
2
in
4
f=a—-b=|-4
0

Kot ¢ med diagonalama izra¢unamo preko formule za skalarni produkt, od koder
dobimo

@ f . 24 LN T
oS = ———— COSp = ———= = = p=—.
eI A1l Vi2v32 2 3
Torej je kot med diagonalama 60°.
2z —6
NALOGA 5.19. Dana naj bosta vektorjad = | 2 | inb= |—2]|. Dolo¢i x € R
3 —z
tako, da bosta @ in b:
1. enako dolga,
2. pravokotna,
3. vzporedna.
RESITEV. 1. Veljati mora ||@|| = ||b]|, kar se pretvori v enacbo

VAz2 +4+9=1/36+4+22.

Obe strani enaébe kvadriramo in preuredimo, da dobimo ena¢bo 322 = 27,
kar nam da 2% = 9, oziroma 2 = +3.

-

2. Veljati mora (d@, b) = 0, kar nam da enacbo

4
—121’—4—3.77:0?—151‘—4:0:}3;:_T5.

3. Obstajati mora « € R, za katerega je b = ad. Dobimo pogoje
—6=2ax —2=20 —x=3a.

Iz druge enacbe sledi, da je a« = —1. Zadnja enacba nam sedaj pove, da
je x = 3. Vrednosti x = 3 in o = —1 zados¢ata tudi prvi enacbi, tako da
sta za x = 3 vektorja @ in b vzporedna.
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NALOGA 5.20. V prostoru R? naj bosta dani tocki A(—1,0,1) in B(2,1,0).

1. Izra¢unaj komponente vektorja ﬁ in izracunaj njegovo dolzino.
2. Poiséi koordinate tocke, ki predstavlja razpolovisce daljice AB.

3
RESITEV. 1 Velja AB= | 1 | in |[|[AB|| = vO+ 151 =1L
1

2. Razpolovisée S daljice AB je dano z

-1 3 1
1

S=A+:AB=|0]+ 2 _ |1

2 1 1

1 1 I

2 2
-8 2 -1
Navroca 5.21. Ugotovi ali so vektorjid = | 9 |, b= |-1| inc= |3
-7 1 -2

koplanarni.

RESITEV. Vektorji @, bin € so koplanarni, ¢e so linearno odvisni. Povedano
drugace, vektorji d, b in € so koplanarni, ¢e lahko kaksnega od njih zapiSemo
kot linearno kombinacijo drugih dveh. Poskusimo ali lahko vektor ¢ zapiSemo
kot linearno kombinacijo vektorjev @ in b. Pois¢imo a, B € R tako, da bo veljalo
¢ = ad + Bb. Dobimo

~1 -8 2
3|l=al9o|+8]|-1
-2 -7 1

Dobimo pogoje
—8a+28=-1 9a—pB=3 —Ta+pB=-2.

. Vrednosti

—

b in C res

Zadnji dve enacbi seStejemo in dobimo o = % in od tod 8e 8 = %
a = % in 8 = % zadoSCata tudi prvi enacbi, torej so vektorji a,
koplanarni.
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